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ABSTRACT
A generalised Sylvester-Gallai Theorem
We give an algorithmic proof for the contrapositive of the following theorem that has recently been
proved by the authors:

LetS be a finite set of points in the plane, with each point colouredred, blue or with both
colours. Suppose that for any two distinct pointsA andB in S sharing a colourk, there
is a third point inS which has (inter alia) the colour different fromk and is collinear with
A andB. Then all the points inS are collinear.

This theorem is a generalization of both the Sylvester-Gallai Theorem and the Motzkin-Rabin Theorem.
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UITTREKSEL
Ons gee ’n algoritmiese bewys vir die kontrapositief van die volgende stelling wat onlangs deur die
outeurs bewys is:

LaatS ’n eindige versameling van punte in die vlak wees, met elke punt rooi, blou of met
beide kleure gekleur. Veronderstel dat daar vir enige twee verskillende punteA enB in
S wat ’n kleurk deel, ’n derde punt inS is wat (o.a.) die kleur anders ask het en wat
saamlynig metA enB is. Dan is al die punte inS saamlynig.

Hierdie stelling is ’n gemeenskaplike veralgemening van die Sylvester-Gallai Stelling en die Motzkin-
Rabin Stelling.

1 DIE SYLVESTER-GALLAI EN DIE MOTZKIN-RABIN STELLINGS

Die derdegraadskrommex3 Cy3 Cz3 Cxyz D 0 in die komplekse projektiewe vlakP 2.C/ het nege
infleksiepunte wat in homogene koördinate deur die versameling

S D
[

!3
D1

f.0; �1; !/; .!; 0; �1/; .�1; !; 0/g

gegee word:3

Die punte inS het die eienskappe dat hulle nie-saamlynig is en dat ’n lyn deur enige twee vanS se
punte deur ’n derde punt vanS gaan. James Sylvester19 het in 1893 gevra vir ’n bewys dat daar nie
’n versameling punte met hierdie twee eienskappe in die reële projektiewe vlakP 2.R/ bestaan nie.
Dit is nie duidelik of hy ’n bewys daarvoor gehad het nie. Dit was eers nadat Paul Erdős die vraag
in 1933 herontdek het, dat Tibor Gallai die eerste bewys daarvoor gekry het:8 Sy oplossing het egter
eers in 1944 verskyn:7;18

SG Stelling. Laat S ’n eindige versameling punte in die vlak wees. Veronderstel dat vir enige twee
verskillende punte A; B 2 S daar ’n derde punt in S is wat saamlynig met A en B is. Dan is al die
punte in S saamlynig.

Die vlak in die SG Stelling kan die reële affiene vlakR2 of die rëele projektiewe vlakP 2.R/ wees.
Die eerste gepubliseerde bewys (van die duale stelling) wasdie bewys van Melchior14 en dit maak

van Euler se polïeder-formule gebruik. Sedertdien het daar baie bewyse, uitbreidings en veralgeme-
nings van die SG Stelling verskyn:11;2;9 Die mees bekende bewys is waarskynlik Kelly s’n waarin hy
die loodregte afstand tussen ’n puntP 2 S en ’n lyn deur twee punte inS n fPg gebruik. Die bewys
het vir die eerste keer in ’n artikel van Coxeter verskyn:5;1

Een van die eenvoudigste bewyse van die SG Stelling is ’n bewys van Theodore Motzkin:15 Hy het
die duale stelling bewys: As ’n eindige versamelingS van lyne in die projektiewe vlak die eienskap
het dat vir enige twee verskillende lynea enb in S ’n derde lyn inS bestaan wat deur die snypunt
vana enb gaan, dan sny al die lyne inS in een punt. Motzkin het later sy bewys vir die duale SG
Stelling met baie min aanpassings gebruik om die duaal van die volgende chromatiese weergawe te
bewys.

MR Stelling. Laat S ’n eindige versameling punte in die vlak wees, met elke punt rooi of blou gekleur.
Veronderstel dat daar vir enige twee verskillende punte A en B in S, met dieselfde kleur, ’n derde punt
van die ander kleur in S bestaan wat saamlynig met A en B is. Dan is al die punte in S saamlynig.

Weereens kan die vlak die reële affiene vlakR2 of die rëele projektiewe vlakP 2.R/ wees. Michael
Rabin het die stelling onafhanklik van Motzkin bewys en hullewas van plan om gesamentlik ’n bewys
te publiseer. Dit het egter nooit gebeur nie. Ten minste tweeartikels verwys na hierdie artikel:4;10

Motzkin se bewys kan in twee oorsigartikels9;2 gevind word en maak van die begrip van opper-
vlakte gebruik. Die eerste gepubliseerde bewys is Chakerian4;6 se bewys van die duale stelling en
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Figuur 1:Die gebiede van ’n driehoek

maak van Euler se poliëder-formule gebruik. ’n Direkte bewys kan gegee word van die oorspronk-
like formulering hierbo in terme van punte:16 Hierdie bewys maak verder ook net van Hilbert se
insidensie- en tussenheidsaksiomas van elementêre meetkunde gebruik:12

Die feit dat Motzkin se bewyse vir die SG en MR Stellings omtrent identies is, suggereer een of
ander verband tussen die stellings. Die volgende resultaatgee so ’n verband:17

Stelling 1. Laat S ’n eindige versameling van punte in die vlak wees, met elke punt rooi, blou of met
beide kleure gekleur. Veronderstel dat daar vir enige twee verskillende punte A en B in S wat ’n kleur
k deel, ’n derde punt in S is wat (o.a.) die kleur anders as k het en wat saamlynig met A en B is.
Dan is al die punte in S saamlynig.

Ons ŝe ’n punt isdubbelgekleur indien dit met beide die kleure rooi en blou gekleur is. Dit is
duidelik dat die MR Stelling ’n spesiale geval van Stelling 1is. Die SG Stelling volg ook uit Stelling
1 deur elke punt inS dubbel te kleur.

Die skrywers se oorspronklike bewys van Stelling 1 is in weseMotzkin se bewyse vir die duaal van
die SG en die MR stellings in die reële projektiewe vlak:17 In Afdeling 3 gee ons ’n direkte bewys
van Stelling 1 sonder om te dualiseer. Alhoewel hierdie bewys verwant is aan die algoritmiese bewys
van die MR stelling16, is dit heelwat eenvoudiger.

2 DEFINISIES EN NOTASIE

Die bewys van Stelling 1 wat ons in Afdeling 3 gee, speel af in die rëele affiene vlakR2. As A enB

verskillende punte van die vlak is, dui ons metAB die lyn deurA enB aan. AsA enC verskillende
punte is enB is ’n punt tussenA enC , dan dui ons dit metA � B � C of C � B � A aan. Ons dui
die driehoek met hoekpunteA, B enC met�ABC aan en bedoel met diegebiede A, B enC van
�ABC die geslote gebiede aangedui in Figuur 1.

LaatS ’n eindige versameling punte in die vlak wees, met elke punt rooi, blou of dubbelgekleur.
’n Lyn van die vlak wordspesiaal genoem as dit twee verskillende punteA en B vanS bevat wat
’n kleur k deel, maar geen puntC 2 AB \ S, C ¤ A; B, die kleur anders ask het nie. (Dit word
egter toegelaat datA of B die kleur anders ask mag ĥe.) As geen punt vanS dubbelgekleur is nie,
dan het ’n spesiale lyn slegs punte van een kleur. As al die punte vanS egter dubbelgekleur is, dan
het ’n spesiale lyn presies twee punte.
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Figuur 2:Stap 11 van die Algoritme
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3 DIE BEWYS VAN STELLING 1

Ons gaan die kontrapositief van Stelling 1 bewys:

Stelling 1
0 . Laat S ’n eindige versameling punte in die vlak wees, met elke punt rooi, blou of dub-

belgekleur. As die punte van S nie saamlynig is nie, dan bestaan daar ’n spesiale lyn.

Die bewys van Stelling10 word gegee as die korrektheidsbewys van ’n algoritme wat metinvoer
’n versameling punteS soos hierbo, ’n spesiale lyn as uitvoer gee.

3.1 Die Algoritme

1. Invoer: ’n Eindige nie-saamlynige versamelingS van die vlak met elke punt vanS rooi, blou
of dubbelgekleur

2. Uitvoer: ’n Spesiale lyn
3. Vind twee punteB enC vanS wat ’n kleur� deel. Laat�.B/=� en�.C /=�.
4. As BC spesiaal is,gee BC as uitvoer en stop;
5. LaatD 2 S ’n punt opBC wees met ’n kleur verskillend van�.B/ en laat�.D/ hierdie kleur

wees;
6. As alle punte met kleur�.D/ op BC is, laatA 2 S enige punt nie opBC wees engee AB as

uitvoer en stop;
7. LaatA 2 S enige punt nie opBC wees, met ’n kleur�.D/ en laat�.A/:=�.D/;
8. As C � B � D ruil B enC om.
9. As B � C � D, merk GebiedA van�ABC ;

10. As B � D � C , merk GebiedC van�ABC ;
11. Terwyl daar ’n puntD0 2 S op AD is, verskillend vanA enD en met ’n kleur verskillend van

�.A/, laat�.D0/ die kleur wees wat verskil van�.A/ endoen
(a) As B � C � D enA � D0 � D, dan C WD A, A WD B, B WD D, D WD D0 en merk gebied

C van�ABC ;
(b) As B � C � D enD0 � A � D, dan ruil A enC om,B WD D, D WD D0 en merk gebiedA

van�ABC ;
(c) As B � C � D enA � D � D0, dan B WD A, A WD C , C WD D, D WD D0 en merk gebied

A van�ABC ;
(d) As B � D � C enA � D0 � D, dan ruil A enB om,C WD D, D WD D0 en merk gebiedC

van�ABC ;
(e) As B � D � C enD0 � A � D, dan ruil A enC om,B WD D, D WD D0 en merk gebiedA

van�ABC ;
(f) As B � D � C enA � D � D0, dan B WD A, A WD C , C WD D, D WD D0 en merk gebied

A van�ABC ;
12. Uitvoer AD enstop.

Figuur 2 illustreer stap 11. In die figuur word die punteA; B enC herbenoem totA0; B 0 enC 0 en
D0 bly D0. Die figuur weerspiëel ook die�-waardes van die punte.

3.2 Die korrektheidsbewys

Uit Figuur 2 is dit duidelik dat die gemerkte gebied groei metelke iterasie van die lus in stap 11. In
die besonder is daar met elke stap nog ’n punt vanS wat ingesluk word deur die gebied (D in Figuur
2). Verder is die volgende bewering ’nlusinvariant, d.w.s. dit is waar net voor stap 11 en ook na elke
iterasie van die lus in stap 11:

AD en die gemerkte gebied het slegs puntA in gemeen.

Suid-Afrikaanse Tydskrif vir Natuurwetenskap en Tegnologie, Jaargang 26 Nr. 1: Maart 2007



Dit word ook maklik gesien uit Figuur 2. Dit volg dat die puntD0 wat met elke iterasie opAD

gevind word, altyd ’n nuwe punt uitS is. OmdatS eindig is, kan die lus nie onbeperk itereer nie
en moet dit uiteindelik gebeur dat alle punte opAD anders asA en D slegs kleur�.A/ het. Die
algoritme halt dan met die spesiale lynAD as uitvoer.

Ons het die volgende bewys, wat ook Stelling 1 impliseer.

Stelling 2. Die algoritme halt met ’n spesiale lyn as uitvoer.
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